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Résumé Dans cette Note nous généralisons un théoreme de Gangbo et Swiech, sur une solution
au probléeme de Monge pourprobabilités avec la distance de Wasserstein. Dans le cadre
des espaces d'Orlicz et plus généralement celui des espaces de Kdthe, nous étudions ce
probléme pour une fonctiot(xy, ..., x,) = h(>_ x;), h convexe suiR9. Pour citer cet
article: H. Heinich, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 793—795. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Monge problem for r probabilities

Abstract In this Note, we generalize Gangbo—-Swiech theorem for the Monge—Kantorovich problem.
We study this problem for Orlicz and Kéthe spaces when the functibas the form
c(X, ..., xp) = h(le-), h convex onR¥. To cite this article: H. Heinich, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 793-795. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Toutes les variables aléatoires (v.a.) considérées sont définies sur I'espace caonijués, A), on
note £(X) la loi d'une v.a.X, et E[X] son espérance. Dans la suite= (P1]|---|P,) est 'ensemble des
probabilités sufR?)"” dont les marges somt, . .., P,, probabilités suR?. Si| - | est la norme euclidienne
deR4, surT" on considére la fonctionnelle de Wasserstein :

n

L) :=inf{E[c(X)], LX) €T}, olc(rn,....xn) =Y _ |5 —xi41l% Xap1:=x1.
1

Le probléme de Monge est celui de I'existencendenctions deR? — R9, ¢;, i =1,...,n, ¢1(x) = x,

L(Pp(X1) = (@d1(X1),...,0,(X1)) €T etlx(") = E[c(¢(X1))]. Lorsquen = 2, I'existence d’'une telle
fonction, dite de Monge, résulte de [2,9]. Le cas: 3, est plus complexe. Pour des lois gaussiennes,
Knott et Smith montrent dans [7] I'existence d’une variable gaussighmgtimale. Gangbo et Swiech

dans [5] donnent la solution au probléme de Monge pour des probabilités absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue . Riischendorf et Uckelmann simplifient ce résultat dans [10]. Toutes ces
preuves utilisent la bilinéarité du produit scalaire et la linéarité de I'espérance. Ainsi la preuve de [10]
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consiste a voir que le probléme de Monge, pour la fonatipnécédente, est équivalent au probléme pour
la fonctionnelle sug[| "7 Xi|?1, puis que(X;, Z#i X ;) est un couple optimal. Le probléme paur
probabilités est ainsi ramené a celui des couples.

Nous étendons ce résultat dans deux directions, en remplacant la fonctionnelle de Wasserstein par des
fonctionnelles plus générales et la fonction de eg@it, ..., x,) = | > x; 12 parc(xy, ..., x,) = h(Q_xi),
h convexeh(0) =0.

Le résultat principal de cette Note est :

THEOREME — Supposons|es probabilités P; absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue
deR?. S (E, | - ||) est un espace d Orlicz modéré avec sa norme d’ Orlicz ou celle de Luxemburg, il existe
une fonction de Monge, ¢ : R? — (R?)", telle que

Je(@xv)]| = mt{fleco)

, L(X) e F}, L(X1) = P1.
S (E, || - |I) est un espace de Kothe Id-convexe, il existe une fonction de Monge ¢ telle que

||c(¢(X1)) || = Sup{Hc(X)

, LX) eT}, LX) =P

2. Rappelset résultats

Dans la suitéf est un espace de Kothe de v.a. réelles, [8], que nous supposons séquentiellement complet,
et invariant par réarrangementC(X) = L(Y), X € E implique Y € E et | X|| = ||Y]|. Un tel espace
est ditlisse si, pour toutX, [ X|| =1, on écritX € S(E), il existe une unique application de dualité
X — Dy, Dx € S(E) vérifiant|| X || = E[Dyx - X].

L'espacek est Idconvexes'il est lisse et si I'application de dualité s’éciity = fx(X) ou fx ne dépend
que de la loi deX etx — xfx(x) est convexe.

Citons comme exemples les espatés 1 < p < oo, et plus généralement les espaces d’'Orlicz avec la
norme de Luxemburg ou celle d’'Orlicz, dés dquie=st modérée etu(x) convexe, cf. [3].

Pourc(x = (x1, ...,x,)) = h(Q>_ x;), h(0) =0, h continue convexe, on définit les deux fonctionnelles :
I(T) :=inf{|lc(X)|, LX) eT} et S(I') :=suf]|lc(X)|l, L(X) € '}. La premiéere est adaptée lorsque
représente un codt, la seconde lorsgest un profit.

On sait que ces deux fonctionnelles sont atteintes, i®edésigne une des deux fonctionnellesu S, il
existe une v.aX, dite 9-optimale, telle qua(I') = ||c(X) |, [6].

Montrons que I'étude de la fonctionnelle pour un espace d'Orlicz se raméne au cadre tradition-
nel delLl. A cette fin rappelons que la norme dexemburg d’'une v.a.r. X, soit 1Xlw), est dé-

finie par E; [U(W)] = [yu( II;(\?ZI)J) )dr = 1 et sa norme @rlicz (par dualité) est | X[y :=

SUPE[XY], [IYll(v) <1}. Sik= 1,10 (P, Q), ety estlaloid'un couple optimalX, Y), on a linégalite,

cf. [3]:
Ao (2] (52)] maen (52 e

En posantX(-) = U(%), cette relation s’interpéte de la maniéere suivante :
(x) p est optimale poute, LY, P, Q) etk = 1. (P, Q), si et seulement siu est optimale pour
(kLY P, Q) etlua(P, Q) =1.
L'analogue pour la norme d’Orlicz utilise la relation, cf. [3] :

X1y :E{m(%)} :k<E [U@)] +1), OGE{VOM(%)] 1
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Le minimum de la fonction — f(x, X) =x(E[U(X/x)] + 1) est atteint poux = kx et vautf (kx, X) =
IX|ly. Soit (X, Y) un couple optimal

|eX, V)|, =110 (P, Q), LX,Y)=p € (P|Q)

notonsk = ||c(X, Y)ll(vouy- Comme f(k, c(X,Y)) < f(k,c(U,V)),siL(U,V)=v e (P|Q), onobtient:

il (s o ($52)] ) <o (52)] )

En notantX(-) = k(U (c(-)/ k) + 1), cette équation s'interpréte de la maniére suivante :
(xx) p est optimale pourc, LY, P, Q) si et seulement siu est optimale pour(c",ILl, P, Q) ol
k=llc(X, llvou, LX,Y)=p.

3. Preuvedu théoréme

Pourx = (x1, ..., x,) € (R9)", notonsx! = Z#i xj. Pour la fonctionnelld et les espaces d’Orlicz. Le
couple(X;, X") étant optimal poutP;, P'), le Théoréme 2-5 de [6] donne I'existence d’une fonctian
différentielle d’une fonction strictement convexe, telle dife= 6; (X;). En effet la procédure précédente
rameéne le probléme au cadre classifideu le résultat est connu, [1] ou [4].

Pour la fonctionnelleS, on montre, Théoreme 4-2 de [6], que le support d'une probabilité optimale
est(ld - f.) o c-cycliquement monotone. Ceci assure aussi de I'existenag telle que X’ = 6;(X;).

Par conséquent, dans les deux cg%, X; = X; + 6;(X;), 1 <i < n. Les fonctions Id+ 6; sont des
différentielles de fonctions strictement convexes, et donc inversibles, [1,2,4] ou [10]. Il suffit de poser,
pouri > 1, ¢; = (Id+6;)~1 0 61, pour obtenir le résultat. O
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