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Résumé Nous donnons une description d’'une grande classe de produits* naturels sur le fibré
cotangenfT™*G d'un groupe de Lig5 et nous caractérisons ces produits* par des formules
integralesPour citer cet article: K. Tounsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 783—
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Kontsevich star products on the cotangent bundle of a Lie group and
integral formulae

Abstract We describe a large class of natural star products on the cotangent hi@lef a Lie
groupG and we characterize these star products by integral formUtegte this article:
K. Tounsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 783-786. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et rappels

Dans [4], Kontsevich a construit une applicati@m—> %, qui associe a chaque structure de Poisgon
surR? un produit*x, de la forme :

o
frag=rfg+ Y M"Cal@)(f.g),
n=1
ou C, () est un opérateur bidifférentiel et I'applicatien— C, (a) est polynomiale et homogéne de
degrén. Nous considérons comme dans [1], une géneralisation de cette construction.

On utilise, comme Kontsevich, les graphes orientés admissibles [4]. Si on noig pdresp.V,.1)
I'espace de tels graphes et qui posseadestmmets de type 1 et deux sommets de type 2 (resp. un sommet
de type 2) on définit une application lineafede I'espacé/,, » dans I'espace des opérateurs bidifferentiels
surR? (voir [1]).

Une suite(y,) (vn € Vi.2) définit un produit* de Kontsevich (dans le sens de [1]) si, pour toute structure
de Poisson,
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frag=rfg+Y H'Cy@(f. 8

n=1

est produit* suiR?.

D’une maniére analogue, on a encore une correspondance liiéamée I'espacé/, 1 et 'espace des
opérateurs différentiels st (voir [1]).

Nous disons qu’une suité3,) (8, € V,.1) définit une équivalence de deux produig*— x, and
o > %, si pour tout tenseur de Poissan’opérateurT (f) = f + > oo, A" Dg, () (f) est un opérateur
d’equivalence entre, etx,, c’est-a-dire quon a7 (f x« &) =T (f) *, T(g).

On se restreint au cas du dual d’'une algébre deg.ienunie de sa structure de Poisson usuelle :
o (X, Y) =x([X,Y]) (x € g*, X,Y € g) c'est-a-dire au cas ou la structure de Poisaoest linéaire.
Dans ce cas, il a éte prouvé dans [1] que la restriction du produit* de Sxtg* (voir [3]) est un
produit* de Kontsevich et que tout produit* de Kontsevich est équivaledqt,d’opérateur d'équivalence
est 'image palC d’une suite(8,) de combinaisons linéaires de produits de rouex, de plub je&r) sont
des opérateurs différentiels avec des coefficients conBtéwir [1] pour plus de détails).

Dans la suite, on note pafx un produit* de Kontsevich (dans le sens de [1]) gtiret par Dg, (o)
I'opérateur d’équivalence associé.

Soit maintenanG un groupe de Lie d’algébre de Liget soit7*G son fibré cotangent. On va prouver
dans la suite qu’on peut étendre tout produit*surg* a un produit* surT*G qui peut étre caracterisé par
une formule integrale.

SoitXy, ..., X, une base de I'algébre de Lgade G ; chaqueX ; definit un champ de vecteuIS; surG :

d
Xjo(x) = E(ﬁ(exp(—txj) x)l=0 (¢ €C*(G)).

Notonsp () = oz(Xj)ﬂ(a) (¢ e T*G). Ici m : T*G — G est la projection canonique.
Si on identifie canoniquemefit*G a G x g*, les p; sont les coordonnées dedans le second facteur.
Rappelons enfin que le produit* de S. Gugt sur7*G est caracterisé par les deux conditions :
1. Le produit* der*¢ par toutf dans C°(T*G) est :

af

o
1
N EE A TR C Y 7 (X X5 0) g
rt . pjl p]r

r=1 J1s-ees Jr
2. La «partie verticale » deg, i.e. le produit de deux fonctions polynomiales dans les varighiesst :

k+k'—1

Pxg Q= Y @)@ [(o(P)- (D), ]

r=0
si P est homogeéne de degté¢ Q homogeéne de degié et2l, est I'espacab(S(g)) avec :

1
®:50) — XD, PP P =75 D X Xy

(R((g) est I'algébre enveloppante gest . son produit).

2. Extension des produits* de Kontsevich &*G
THEOREME — Soit*1 un produit* surg*. On suppose qu'il existe un opérateur d’équivalence esgre
et la restriction dexg a g* :

T = Id+Zh’T,, fr1g=T"HT(f)*c T(g)) V[ geC (g,
r>=1

ou chaqueTy est un opérateur differentiel & coefficients constantgdur
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Alors, il existe un unigue produit’ sur T*G vérifiant:
(i) Pour touty dansC*(G), pour tout f dansC>(T*G) :

af
)

00 K
(o) f=(rg)se f =@ 0+ (V'3 Y w (X X)) =

r=1 i]_,...,ir

(i) PourtousP, Q dansS(g), P Q=P x1 Q.

Démonstration. -Suivant 'argument de [3] (Théoréme 4), on prouve que (i) et (ii) determinent le produit
(t*¢ - P) ¥ (7*y - Q). Maintenant, on peut ecrire f ' ¢ = > 2 A"C,(f, g), pour tout f, g dans
C®(G) ® S(g), ou lesC, sont des opérateurs bidifferentiels. lls peuvent étre étendu a des opérateurs
bidifferentiels sur C°(T*G).

Vu que lesT sont des opérateurs differentiels a coefficients constants, on les étend alors en des opérateurs
G-invariants (notés encof® ) surT*G. Notonsd/dp; parZ;, on aura alors :

o0 )\'r
T((*p)« f)=T ((n*w) AL T Y AKX ) (Ziy Z,-,f>>

r=1 1,000y

o hr
=n*p-T(f) +Z(—1)’7 S oAt (Xf o XEe)T(Ziy - Zi f).

r=1 11,.0es ir

Finalement, commgT, Z;1=0, alors :

o hr
T( o) f)=x"¢ TN+ (D' — > 7 (X Xp9) Ziy - 2, TN =T (@ 9) 26 T(f),
r=1 ' 01,y

Les produits®’ etxg sont équivalents, ce qui prouve I'associativitéxtle

COROLLAIRE. — Tout produit* de Kontsevickg surg* s’étend a un produits’, sur7*G vérifiant:
(i) Pour touty dansC™(G), pour toutf dansC®(T*G), (w*¢) ¥y f = (@*@) *G f ;
(i) PourtoutP, Q dansS(g), Py Q=P xk Q.

3. Formules intégrales pour les produits* de Kontsevich

Rappelons maintenant la formule intégrale du produit* de S. &gutur T*G (voir [2] par exemple).
D’abord on identifiel *G a G x g* et sid est la dimension d&, pour f dans C°(G) ® S(g), on désigne
par A 'opérateur agissant surldG) par :

i X

Af(p)(x) = h“’/ enPX) g (x -exp, p) @(x - expX)dX dp.
gxg*

Alors le produitxg est donné par :

Afege=AroAg portousf,geC®(G)Q S(g).
Maintanant un produit* de Kontsevicty surS(g) est équivalent a la restriction dg par I'opérateur :

n=1|s|=n
ou Wy, ..., Wy, étant des rouex de tailles respectives . ., sx (voir [1]). Notons parF fonction formelle
definie sur I'algebre de Lig par :

o
F(X)=14Y 1" ay g triadx)™ - triadX)*.

n=1 |s|=n
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Alorson a:
PROPOSITION —Soit f dansC*(G) ® S(g) et soit I'opérateurB s agissant sulC®(G) par :

By (p)(x) = h_d/ e ntPX) f(x : exp(—%) 7 P)(p(x : exp(—X))F<§> dx dp.

gxg*
Alors, le produit*+},. est donné par

By ¢ =ByoB, portousf,g in C*°(G) ® S(g).
Démonstration. +'opérateur d’équivalencg entrexg et s'écrit
Tf(x,p)=T(fx)(p) oufy:g"— wR; fi(p)=f(x,p).

D’autre part, sig est dans € (g*) ou dansS(g) et sil'on noteg sa transformée de Fourier definie par :
8(X) =/ e "X g(p)dp,
g*
alorsT (2)(X) = g(X)F(X) (voir [4]), c’est-a-dire :
1 .
T =——— [ 3X)F(X)erX dx.
(&)(p) 27)d /gg( YF(X)€e

D’'une maniére analogue, giest dans € (G x g*) ou C°(G) ® S(g),ona:
1
(@)

1
— @) Jgugr

T(f)(x,p)= /fZ(X,Y)F(X)ei<1”Y>dY
g

f(x,q)F(Y) dp.Y)=(a.Y) qy dq,

oU f» est la transformée de Fourier partielle fipar rapport a la deuxiéme variable.
Notons parB I'opérateurB; = Ar(y), pour f dans C°(G) ® S(g). Sig est dans"2°(G) on obtient :

1 i : X
Bf(go)(x):—d// er P X) dir=a.¥) ¢y exp=,q | F(Y)g(x - expX)dX dY dpdg.
@) | Jguqr 2

Un calcul simple montre que :

B(@)(x)=h"" / e HiPX) g (x : exp(—%) , P>§0(x - exp(—X))F(%> dx dp.

gxg*
Finallement, pour touf, g dans C°(G) ® S(g),

Byo By =Ar(f) 0 AT(g) = AT(N)a6T () = AT(f¥9) = Brayg
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